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Definizione
Diciamo che (an) converge a a per n → ∞, se per ogni ε > 0 esiste
un indice nε ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n ≥ nε si ha:
|an − a| < ε (L)
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Figura 1: an =
n
n+ 1
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Teorema
Se (an) e` una successione convergente, il suo limite e` unico.
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Teorema
Se (an) e` una successione convergente, il suo limite e` unico.
Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esistano a, b con a 6= b
tali che an → a e an → b. Allora si ha, usando la disuguaglianza
triangolare
|a− b| = |a− an + an − b| ≤ |a− an|+ |an − b| (∗)
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Teorema
Se (an) e` una successione convergente, il suo limite e` unico.
Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo, che esistano a, b con a 6= b
tali che an → a e an → b. Allora si ha, usando la disuguaglianza
triangolare
|a− b| = |a− an + an − b| ≤ |a− an|+ |an − b| (∗)
(an) converge, dunque preso ε =
|a− b|
2
per definizione esiste nε ∈ N
tale per cui per ogni n ∈ N, n > nε si ha
|an − a| < |a− b|
2
, |an − b| < |a− b|
2
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tornando ad (∗) troviamo:
|a− b| < |a− b|
2
+
|a− b|
2
= |a− b|
che e` una contraddizione.
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Teorema
Se la successione (an) converge a a allora la successione (|an|) converge
a |a|.
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Teorema
Se la successione (an) converge a a allora la successione (|an|) converge
a |a|.
Dimostrazione. Per ipotesi per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che se
n ∈ N, n > nε si ha |an − a| < ε.
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Teorema
Se la successione (an) converge a a allora la successione (|an|) converge
a |a|.
Dimostrazione. Per ipotesi per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che se
n ∈ N, n > nε si ha |an − a| < ε. Per la seconda disuguaglianza
triangolare ||x| − |y|| ≤ |x− y| abbiamo∣∣∣|an| − |a|∣∣∣ ≤ |an − a| < ε
e da qui la tesi.
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Teorema
Ogni successione convergente e` limitata.
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Teorema
Ogni successione convergente e` limitata.
Dimostrazione. Supponiamo che la successione (an) converga al limite
a. Sappiamo che anche la successione (|an|) converge a |a|. Se appli-
chiamo la definizione di limite a quest’ultima successione prendendo
ε = 1 avremo che per ogni n ∈ N, n > nε∣∣|an| − |a|∣∣ < 1 ⇐⇒ |a| − 1 < |an| < |a|+ 1
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Teorema
Ogni successione convergente e` limitata.
Dimostrazione. Supponiamo che la successione (an) converga al limite
a. Sappiamo che anche la successione (|an|) converge a |a|. Se appli-
chiamo la definizione di limite a quest’ultima successione prendendo
ε = 1 avremo che per ogni n ∈ N, n > nε∣∣|an| − |a|∣∣ < 1 ⇐⇒ |a| − 1 < |an| < |a|+ 1
Di conseguenza per ogni n ≥ 1 si ha
|an| < max{|a1|, |a2|, . . . , |anε|, |a|+ 1}
il che prova l’asserto.
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Teorema della permanenza del segno
Se (an) e` una successione convergente con limite a > 0 allora esiste
un indice n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 riesce an > 0.
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Teorema della permanenza del segno
Se (an) e` una successione convergente con limite a > 0 allora esiste
un indice n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 riesce an > 0.
Per ipotesi an → a > 0. Preso ε = a/2 esiste n0 ∈ N tale che per ogni
n ∈ N, n > n0
|an − a| < a
2
⇐⇒ a− a
2
< an < a+
a
2
⇐⇒ a
2
< an <
3a
2
Ma essendo per ipotesi a > 0 la tesi e` dimostrata.
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Successioni infinitesime
Se la successione convergente (an) ha limite zero, diremo che la suc-
cessione e` infinitesima.
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Successioni infinitesime
Se la successione convergente (an) ha limite zero, diremo che la suc-
cessione e` infinitesima.
Dalla definizione di limite segue che la successione (an) e` infinitesima
se e solo se per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che se n ∈ N, n > nε
risulta
|an| < ε.
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Successioni infinitesime
Se la successione convergente (an) ha limite zero, diremo che la suc-
cessione e` infinitesima.
Dalla definizione di limite segue che la successione (an) e` infinitesima
se e solo se per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che se n ∈ N, n > nε
risulta
|an| < ε.
Inoltre (an) e` infinitesima se e solo se (|an|) e` infinitesima.
10/18 Pi?
22333ML232
Osservazione
Se (an) e` una successione infinitesima e non negativa allora per ogni
α > 0 la successione (aαn) e` infinitesima.
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Osservazione
Se (an) e` una successione infinitesima e non negativa allora per ogni
α > 0 la successione (aαn) e` infinitesima.
Per ipotesi fissato ε > 0, esiste nε ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > nε
risulta
an < ε
1
α
10/18 Pi?
22333ML232
Osservazione
Se (an) e` una successione infinitesima e non negativa allora per ogni
α > 0 la successione (aαn) e` infinitesima.
Per ipotesi fissato ε > 0, esiste nε ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > nε
risulta
an < ε
1
α
elevando alla potenza α i due lati di quest’ultima si trova:
n > nε =⇒ aαn < ε
come volevasi
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Definizione
Siano (an), (bn) due successioni. Diremo che (bn) domina (an) se esiste
n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 si ha
|an| ≤ bn
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Siano (an), (bn) due successioni. Diremo che (bn) domina (an) se esiste
n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 si ha
|an| ≤ bn
Teorema
Se (bn) domina (an) e (bn) e` infinitesima, allora anche (an) e` infinite-
sima.
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Definizione
Siano (an), (bn) due successioni. Diremo che (bn) domina (an) se esiste
n0 ∈ N tale che per ogni n ∈ N, n > n0 si ha
|an| ≤ bn
Teorema
Se (bn) domina (an) e (bn) e` infinitesima, allora anche (an) e` infinite-
sima.
Ad esempio la successione di termine generale an =
1
1 + n2
e` dominata
da bn =
1
1 + n
.
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Dimostrazione
Dobbiamo provare che, per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che per ogni
n ∈ N, n > nε vale
|an| < ε
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Dimostrazione
Dobbiamo provare che, per ogni ε > 0 esiste nε ∈ N tale che per ogni
n ∈ N, n > nε vale
|an| < ε
Per ipotesi (bn) e` infinitesima, dunque esiste nε ∈ N tale che per ogni
n > nε vale
|bn| < ε
ma |an| ≤ bn per n > n0 allora posto mε := max{nε, n0} si ha che
per ogni n > mε
|an| ≤ bn < ε
come volevasi.
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Teorema
Siano (an) e (bn) due successioni infinitesime allora
(i) (an + bn) e` infinitesima
(ii) se λ ∈ R allora (λan) e` infinitesima
(iii) (anbn) e` infinitesima
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Teorema
Le seguenti successioni sono infinitesime:
(i)
(
1
nα
)
con α > 0
(ii) (rn) con |r| < 1
(iii) (nαrn) con α > 0 e |r| < 1
(iv)
(
cn
n!
)
con c ∈ R
(v)
(
nα
n!
)
con α > 0
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Dimostrazione
(i) Basta osservare che la successione (an)
an =
1
n
e` infinitesima e quindi sono infinitesime le successioni (aαn).
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Dimostrazione
(i) Basta osservare che la successione (an)
an =
1
n
e` infinitesima e quindi sono infinitesime le successioni (aαn).
(ii) Non e` restrittivo supporre 0 < r < 1. Possiamo scrivere r come
r =
1
1 + a
per qualche a > 0.
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Dimostrazione
(i) Basta osservare che la successione (an)
an =
1
n
e` infinitesima e quindi sono infinitesime le successioni (aαn).
(ii) Non e` restrittivo supporre 0 < r < 1. Possiamo scrivere r come
r =
1
1 + a
per qualche a > 0. Per la disuguaglianza di Bernoulli
(1 + a)n ≥ 1 + na
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di conseguenza per ogni n ∈ N
rn =
1
(1 + a)n
≤ 1
na
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di conseguenza per ogni n ∈ N
rn =
1
(1 + a)n
≤ 1
na
Ora ( 1n) e` infinitesima quindi anche (
1
na) e` infinitesima la tesi segue
dal teorema di dominazione
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Teorema
Se
lim
n→∞
an = a, lim
n→∞
bn = b,
allora
(i) lim
n→∞
(an + bn) = a+ b
(ii) lim
n→∞
(λan) = λa per ogni λ ∈ R
(iii) lim
n→∞
(anbn) = ab
(iv) lim
n→∞
an
bn
=
a
b
posto che sia b 6= 0
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Esempio
lim
n→∞
1− n+ n2
1 + n+ n2
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Esempio
lim
n→∞
1− n+ n2
1 + n+ n2
Esempio
lim
n→∞
n+ 3n
n! + n3
